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Диполь во внешнем поле
Сила и момент сил

Рассмотрим диполь с моментом 𝐩 = 𝑞𝐥 во внешнем поле
с напряжённостью 𝐄(𝐫). Определим силу, действующую
на диполь со стороны электрического поля. Пусть 𝐫+ и 𝐫−
— радиус-векторы положительного и отрицательного
зарядов диполя. Легко видеть, что радиус-векторы зарядов
удовлетворяют равенству

𝐫+ = 𝐫− + 𝐥.

В линейном приближении по малому параметру 𝐥 напря-
жённость представляется в виде

𝐄(𝐫+) = 𝐄(𝐫−) + (𝐥 ⋅ ∇𝐸𝑥) ̂𝐞𝑥 + (𝐥 ⋅ ∇𝐸𝑦) ̂𝐞𝑦 + (𝐥 ⋅ ∇𝐸𝑧) ̂𝐞𝑧,

где ̂𝐞𝑥, ̂𝐞𝑦, ̂𝐞𝑧 — единичные векторы координатных осей.
Последняя формула может быть переписана в виде:

𝐄(𝐫+) = 𝐄(𝐫−) + (𝐥 ⋅ ∇)𝐄.

Теперь можно выразить силу:

𝐅 = 𝑞 (𝐄(𝐫+) − 𝐄(𝐫−)) =
= 𝑞 (𝐄(𝐫−) + (𝐥 ⋅ ∇)𝐄 − 𝐄(𝐫−)) =
= 𝑞 (𝐥 ⋅ ∇)𝐄 = (𝐩 ⋅ ∇)𝐄.

(1)

Причём полученное выражение не зависит от того, рас-
сматривается жёсткий диполь или мягкий.
Обсудим теперь один тонкий момент. Иногда формулу

для силы, действующей на диполь, записывают в виде

𝐅 = ∇(𝐩 ⋅ 𝐄). (2)

Какое выражение — (1) или (2) — правильное? Форму-
ла (1), очевидно, правильная, поскольку математически
строго следует из вывода. Формула (2) справедлива только
в том случае, если выполняются два условия: 𝐩 = const,
∇×𝐄 = 0. Иначе говоря, эта формула верна, если речь идёт
о жёстком диполе в электростатическом поле. Для вих-
ревого поля и/или мягкого диполя (момент которого за-
висит от внешнего поля, а следовательно, и от координат)
эта формула даёт неверный результат. Доказательство сле-
дует из свойства потенциальности электростатического
поля:

∇ × 𝐄 = 0 ⟺
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝐸𝑗

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 ≠ 𝑗.

Тогда в случае𝐩 = const формулу (2) можно преобразовать
так:

(∇(𝐩 ⋅ 𝐄))𝑖 = ∑
𝑗

𝑝𝑗
𝜕𝐸𝑗

𝜕𝑥𝑖
= ∑

𝑗
𝑝𝑗

𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

= ((𝐩 ⋅ ∇)𝐄)𝑖 ,

откуда следует ∇(𝐩 ⋅ 𝐄) = (𝐩 ⋅ ∇)𝐄, что и доказывает экви-
валентность формул (1) и (2).
Аналогичным образом можно найти момент сил, дей-

ствующих на диполь. Поскольку силы, действующие на
положительный и отрицательный заряды, примерно рав-
ны, момент не зависит от выбора полюса. Пусть полюс
находится в начале координат, тогда

𝐌 = 𝑞 (𝐫+ × 𝐄(𝐫+) − 𝐫− × 𝐄(𝐫−)) ≈
≈ (𝐫+ − 𝐫−) × 𝑞𝐄(𝐫) =
= 𝑞𝐥 × 𝐄(𝐫) = 𝐩 × 𝐄(𝐫) = 𝐩 × 𝐄.

(3)

Из формулы (3) следует, что момент сил, действующих
на диполь, равен нулю при 𝐩 ∥ 𝐄, то есть когда диполь
ориентирован вдоль поля. Таким образом, возможны
два положения равновесия: 𝐩 ↑↑ 𝐄 и 𝐩 ↑↓ 𝐄. Для ана-
лиза устойчивости обратимся к энергии жёсткого диполя
𝑊 = −𝐩 ⋅ 𝐄 = −𝑝𝐸 cos 𝜃, где 𝜃 — угол между 𝐩 и 𝐄. Поло-
жение 𝜃 = 0 (𝐩 ↑↑ 𝐄) соответствует минимуму энергии
и является устойчивым положением равновесия: при ма-
лом отклонении момент сил возвращает диполь обратно.
Положение равновесия 𝜃 = 𝜋 (𝐩 ↑↓ 𝐄) соответствует
максимуму энергии и является неустойчивым. Как мы
увидим позднее, мягкий диполь всегда располагается
по полю, так что его положение равновесия всегда будет
устойчивым.
Заметим, что формула (3) для момента сил, как и форму-

ла (1) для силы, справедлива как для жёсткого, так и для
мягкого диполя. Формула же (2) применима только для
жёсткого диполя в электростатическом поле, как было
показано выше.
Рассмотрим ряд примеров применения формул 1 и 3.
Пример 1. Диполь с моментом 𝑝 находится на расстоя-

нии 𝑟 от бесконечной равномерно заряженной нити с ли-
нейной плотностью заряда 𝜆. Поле нити:

𝐄 =
𝜆

2𝜋𝜀0𝑟 ̂𝐞𝑟.

Найдём силу, действующую на диполь, для двух ориента-
ций его момента.
Радиальная ориентация: 𝐩 = 𝑝 ̂𝐞𝑟. Поскольку поле на-

правлено радиально и зависит только от 𝑟, из формулы (1)
получаем:

𝐹𝑟 = 𝑝
𝜕𝐸𝑟
𝜕𝑟 = −

𝑝𝜆
2𝜋𝜀0𝑟2 .

Знак «минус» означает притяжение диполя к нити.
Тангенциальная ориентация: 𝐩 = 𝑝 ̂𝐞𝜑. Вычислим си-

лу в декартовых координатах, поместив диполь в точку
(𝑟, 0, 0) и направив его момент вдоль оси 𝑂𝑌. Компонен-
ты поля нити:

𝐸𝑥 =
𝜆 𝑥

2𝜋𝜀0(𝑥2 + 𝑦2)
, 𝐸𝑦 =

𝜆 𝑦
2𝜋𝜀0(𝑥2 + 𝑦2)

.

Из формулы (1):

𝐹𝑥 = 𝑝
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑦 ∣

𝑦=0
= 0, 𝐹𝑦 = 𝑝

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
∣∣∣∣𝑦=0

=
𝑝𝜆

2𝜋𝜀0𝑟2 .

Сила направлена вдоль ̂𝐞𝜑, то есть направление силы
совпадает с направлением дипольного момента.
Таким образом, знак силы зависит от ориентации дипо-

ля: радиально ориентированный диполь притягивается к
нити, тангенциально ориентированный— испытывает
силу вдоль касательной. Это наглядно иллюстрирует об-
щий результат: сила, действующая на жёсткий диполь в
неоднородном поле, определяется не только величиной
градиента поля, но и взаимной ориентацией диполя и
поля.
Пример 2. Диполь с моментом 𝐩1 = 𝑝 ̂𝐞𝑥, сонаправлен-

ным единичному вектору ̂𝐞𝑥, находится в начале коорди-
нат. В точке с радиус-вектором 𝐫 = 𝑦 ̂𝐞𝑦 находится второй

П. Крюков



ЭЛЕКТРОСТАТИКА, 10 КЛ. ВЕСНА, 2026 2

диполь, момент которого по модулю равен 𝑝 и составляет
угол 𝜑 с вектором ̂𝐞𝑥:

𝐩2 = 𝑝 cos𝜑 ̂𝐞𝑥 + 𝑝 sin𝜑 ̂𝐞𝑦.

Найдём силу, действующую на второй диполь, а также
момент сил, действующих на него.
Поле первого диполя в точке (0, 𝑦, 0): поскольку 𝐩1 ⟂ ̂𝐞𝑦,

формула для напряжённости поля диполя даёт

𝐄1 = −
𝑝

4𝜋𝜀0𝑦3 ̂𝐞𝑥.

Из соотношения (1) находим компоненты силы:

𝐹𝑥 = 𝑝2𝑥
𝜕𝐸1𝑥
𝜕𝑥 ∣

𝑥=0
+ 𝑝2𝑦

𝜕𝐸1𝑥
𝜕𝑦 =

3𝑝2 sin𝜑
4𝜋𝜀0𝑦4 ,

𝐹𝑦 = 𝑝2𝑥
𝜕𝐸1𝑦

𝜕𝑥
∣∣∣∣𝑥=0

+ 𝑝2𝑦
𝜕𝐸1𝑦

𝜕𝑦 = 0,

где учтено, что 𝐸1𝑦 = 0 вдоль оси 𝑂𝑌, а 𝜕𝐸1𝑥/𝜕𝑥 = 0 при
𝑥 = 0 из соображений симметрии. Таким образом, сила
направлена вдоль оси 𝑂𝑋:

𝐅 =
3𝑝2 sin𝜑
4𝜋𝜀0𝑦4 ̂𝐞𝑥.

Она направлена по вектору ̂𝐞𝑥, если угол 𝜑 острый, и в
противоположном направлении, если угол 𝜑 тупой.
Момент сил, действующих на второй диполь, равен

𝐌 = 𝐩2 × 𝐄1 =
𝑝2 sin𝜑
4𝜋𝜀0𝑦3 ̂𝐞𝑧.

Положительный знак 𝑀𝑧 при 0 < 𝜑 < 90∘ означа-
ет, что момент сил стремится увеличить угол 𝜑. При
90∘ < 𝜑 < 180∘ знак 𝑀𝑧 отрицателен, и момент сил стре-
мится уменьшить угол 𝜑. Таким образом, устойчивым
положением равновесия является 𝜑 = 180∘: второй ди-
поль направлен против ̂𝐞𝑥, то есть антипараллельно пер-
вому, что соответствует ориентации вдоль поля 𝐄1 в точке
расположения второго диполя.
Пример 3. Диполь с моментом 𝑝 располагается рядом

с бесконечной проводящей плоскостью. При этом диполь
находится на расстоянии ℎ от плоскости, а его момент
образует угол 𝜑 с плоскостью. Определим силу, действу-
ющую на диполь.
Заряды диполя, расположенного над плоскостью, инду-

цируют заряды на поверхности проводника, поле которых
эквивалентнополю зарядов-изображений. Такимобразом,
исходный диполь взаимодействует с полем своего изоб-
ражения. Пусть оси 𝑂𝑋 и 𝑂𝑌 направлены соответственно
параллельно и перпендикулярно плоскости. Тогда век-
торы дипольных моментов задаются своими координа-
тами:

𝐩1 =
⟮⟮⟮
⟮

𝑝 cos𝜑
𝑝 sin𝜑

0

⟯⟯⟯
⟯
, 𝐩2 =

⟮⟮⟮
⟮

−𝑝 cos𝜑
𝑝 sin𝜑

0

⟯⟯⟯
⟯
.

Индексом 1 обозначен физически существующий диполь,
а индексом 2 — его изображение. Пусть диполь 1 рас-
положен в точке с координатами 𝑥 = 0, 𝑦 = ℎ, тогда
диполь-изображение находится в точке 𝑥 = 0, 𝑦 = −ℎ.
Далее будем считать заряды-изображения «заморожен-

ными» (неподвижными) и найдём поле, которое они

создают в точке (𝑥, 𝑦) над плоскостью. Для удобства ис-
ключим координату 𝑧 из рассмотрения. Обозначим че-
рез 𝐑 вектор, проведённый из точки (0, −ℎ) в точку (𝑥, 𝑦).
Тогда

𝐑 = ⟮ 𝑥
𝑦 + ℎ⟯, 𝑅 = √𝑥2 + (𝑦 + ℎ)2.

Для дальнейшего вычислим производные от 𝑅−5:

𝜕(𝑅−5)
𝜕𝑥 = −

5𝑥
𝑅7 ,

𝜕(𝑅−5)
𝜕𝑦 = −

5(𝑦 + ℎ)
𝑅7 ; (4)

и от 𝑅−3:
𝜕(𝑅−3)

𝜕𝑥 = −
3𝑥
𝑅5 ,

𝜕(𝑅−3)
𝜕𝑦 = −

3(𝑦 + ℎ)
𝑅5 . (5)

Проекции поля диполя-изображения𝐩2 в произвольной
точке над плоскостью равны:

𝐸2𝑥 =
1

4𝜋𝜀0
(

3(𝐩2 ⋅ 𝐑) 𝑅𝑥
𝑅5 −

𝑝2𝑥
𝑅3 ) =

=
𝑝

4𝜋𝜀0
[

3(−𝑥 cos𝜑 + (𝑦 + ℎ) sin𝜑)𝑥
𝑅5 +

cos𝜑
𝑅3 ],

(6)

𝐸2𝑦 =
𝑝

4𝜋𝜀0
[

3(−𝑥 cos𝜑 + (𝑦 + ℎ) sin𝜑)(𝑦 + ℎ)
𝑅5 −

−
sin𝜑
𝑅3 ].

(7)

Для нахождения силы 𝐅 = (𝐩1 ⋅ ∇)𝐄2 вычислим про-
изводные от проекций поля в точке (0, ℎ), где 𝑅 = 2ℎ.
Вычисления громоздкие и используют формулы (5) и (4).
Вычислим подробно только производную 𝜕𝐸2𝑥

𝜕𝑥 в точке
(0, ℎ), а остальные значения приведём сразу. Из (6) сле-
дует:

𝜕𝐸2𝑥
𝜕𝑥 ∣

0,ℎ
=

𝑝
4𝜋𝜀0

𝜕
𝜕𝑥[

3(−𝑥2 cos𝜑)
𝑅5 +

+
3𝑥(𝑦 + ℎ) sin𝜑

𝑅5 +
cos𝜑
𝑅3 ]

0,ℎ
.

Заметим, что все производные, в которых сохраняется
множитель 𝑥 в числителе, обращаются в нуль при 𝑥 = 0,
𝑦 = ℎ. Поэтому ненулевой вклад даёт только среднее
слагаемое:

𝜕𝐸2𝑥
𝜕𝑥 ∣

0,ℎ
=

𝑝
4𝜋𝜀0

3(𝑦 + ℎ) sin𝜑
𝑅5 =

3𝑝 sin𝜑
4𝜋𝜀0(2ℎ)4 .

Аналогично:
𝜕𝐸2𝑥
𝜕𝑦 ∣

0,ℎ
= −

3𝑝 cos𝜑
4𝜋𝜀0(2ℎ)4 ,

𝜕𝐸2𝑦

𝜕𝑥
∣∣∣∣0,ℎ

= −
3𝑝 cos𝜑

4𝜋𝜀0(2ℎ)4 ,

𝜕𝐸2𝑦

𝜕𝑦
∣∣∣∣0,ℎ

= −
6𝑝 sin𝜑

4𝜋𝜀0(2ℎ)4 .

Теперь используем формулу (1) в проекциях:

𝐹𝑖 = 𝑝1𝑥
𝜕𝐸2𝑖
𝜕𝑥 + 𝑝1𝑦

𝜕𝐸2𝑖
𝜕𝑦 .
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Для 𝑥-компоненты:

𝐹𝑥 =
3𝑝2

4𝜋𝜀0(2ℎ)4 (cos𝜑 sin𝜑 + sin𝜑(− cos𝜑)) = 0.

Для 𝑦-компоненты:

𝐹𝑦 =
3𝑝2

4𝜋𝜀0(2ℎ)4 (cos𝜑(− cos𝜑) − sin𝜑(2 sin𝜑)) =

= −
3𝑝2(2 sin2 𝜑 + cos2 𝜑)

64𝜋𝜀0ℎ4 .

Окончательно, учитывая cos2 𝜑 + sin2 𝜑 = 1, получаем:

𝐅 = ⎛⎜
⎝

0, −
3𝑝2(1 + sin2 𝜑)

64𝜋𝜀0ℎ4 , 0⎞⎟
⎠

. (8)

Из (8) следует, что диполь при любой ориентации при-
тягивается к плоскости. Модуль силы притяжения опре-
деляется множителем (1 + sin2 𝜑), который принимает
наименьшее значение при горизонтальной ориентации
(𝜑 = 0) и наибольшее — при вертикальной (𝜑 = 90∘):

∣𝐹𝑦∣
Čin

=
3𝑝2

64𝜋𝜀0ℎ4 , ∣𝐹𝑦∣
Čÿė

=
3𝑝2

32𝜋𝜀0ℎ4 .

Таким образом, вертикально ориентированный диполь
притягивается к плоскости вдвое сильнее, чем горизон-
тальный. На самом деле, вычисление силы можно значи-
тельно упростить, используя «энергетический» способ,
который будет рассмотрен ниже.
Найдём также вращающий момент 𝐌 = [𝐩1 × 𝐄2] сил,

действующих на диполь. Используем выражение для по-
ля изображения в точке (0, ℎ), которое можно получить,
например, из (6) и (7):

𝐄2 =
𝑝

32𝜋𝜀0ℎ3
⎛⎜⎜⎜
⎝

cos𝜑
2 sin𝜑

0

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

Вычислим векторное произведение, учитывая, что век-
торы𝐩1 и𝐄2 лежат в однойплоскости𝑋𝑂𝑌. Момент имеет
только 𝑧-проекцию:

𝑀𝑧 = 𝑝1𝑥𝐸2𝑦 − 𝑝1𝑦𝐸2𝑥 = 𝐸2𝑦 𝑝 cos𝜑 − 𝐸2𝑥 𝑝 sin𝜑.

Подставляя компоненты поля, получаем:

𝑀𝑧 =
𝑝2

32𝜋𝜀0ℎ3 (2 cos𝜑 sin𝜑 − sin𝜑 cos𝜑) =

=
𝑝2 sin 2𝜑
64𝜋𝜀0ℎ3 . (9)

Положительный знак 𝑀𝑧 при 0 < 𝜑 < 90∘ означает, что
момент сил стремится развернуть диполь перпендикуляр-
но плоскости (увеличить угол 𝜑). Таким образом, устой-
чивым положением равновесия является вертикальная
ориентация диполя (𝜑 = 90∘).

Энергия диполя, мягкие и жёсткие диполи
Сначала определим энергию взаимодействия жёсткого
диполя с внешним электрическим полем. Жёстким мы
называем диполь, расстояние между зарядами которого
фиксировано. Аналогично выводу формулы для силы,

можно записать следующую цепочку равенств для энер-
гии диполя во внешнем поле:

𝑊 = 𝑞 (𝜑(𝐫+) − 𝜑(𝐫−)) = 𝑞𝜑(𝐫−) + 𝑞(𝐥 ⋅ ∇𝜑)−
− 𝑞𝜑(𝐫−) = 𝑞 (𝐥 ⋅ ∇𝜑) = (𝐩 ⋅ ∇𝜑).

Поскольку 𝐄 = −∇𝜑, из последней формулы получаем
выражение для энергии взаимодействия диполя с полем

𝑊 = −(𝐩 ⋅ 𝐄) (10)

Теперь разберём случай мягкого диполя. Поясним, что
имеется в виду. Дело в том, что существуют объекты, у
которых дипольныймомент возникает только во внешнем
электрическом поле. В отсутствие поля их дипольный
момент равен нулю.

Энергией системы зарядов в электростатическом поле
мы называем работу, совершаемую внешними силами по
перемещению зарядов из бесконечности в те точки, где
они в итоге располагаются. При выводе формулы (10) мы
фактически вычисляем работу, совершаемую внешними
силами при бесконечно медленном перемещении жёст-
кого диполя из бесконечности в некоторую точку поля.
Энергия взаимодействия зарядов диполя друг с другом
не учитывается, поскольку она в процессе перемещения
не изменяется.

Теперь рассмотрим мягкий диполь. При его переме-
щении из бесконечности работа внешних сил расходуется
не только на перемещение диполя как целого, но и на
разделение зарядов диполя, на создание дипольного мо-
мента. Можно сказать, что за счёт работы внешних сил
изменяется не только энергия диполя во внешнем поле,
но и энергия взаимодействия зарядов диполя.

Вывод выражения для энергии следует модифициро-
вать. Пусть заряды диполя−𝑞и+𝑞 располагаются в точках
с координатами 𝐫− и 𝐫+. Обозначим через 𝐫 радиус-вектор
центра диполя, тогда

𝐫+ = 𝐫 +
𝐥
2 , 𝐫− = 𝐫 −

𝐥
2 .

Используем приближение точечного диполя: ∣𝐥∣ ≪ |𝐫|.
Тогда напряжённость поля в точках расположения зарядов
диполя даётся приближёнными формулами

𝐄(𝐫+) = 𝐄(𝐫) +
1
2 (𝐥 ⋅ ∇)𝐄, 𝐄(𝐫−) = 𝐄(𝐫) −

1
2 (𝐥 ⋅ ∇)𝐄.

Определим суммарную мощность сил взаимодействия
диполя с внешним электрическим полем

𝛿𝐴𝐸
Ă𝑡 = 𝑞 ⋅ (𝐄(𝐫+) ⋅

Ă𝐫+
Ă𝑡 − 𝐄(𝐫−) ⋅

Ă𝐫−
Ă𝑡 ).

Эта формула с использованием приближённых выра-
жений для напряжённости приводится к виду

𝛿𝐴𝐸
Ă𝑡 = 𝐄(𝐫) ⋅

Ă𝐩
Ă𝑡 +

Ă𝐫
Ă𝑡 ⋅ ((𝐩 ⋅ ∇)𝐄). (11)

С одной стороны, формула (11) может быть представлена в
виде полной производной выражения (𝐩 ⋅ 𝐄) по времени.
Действительно:

Ă(𝐩 ⋅ 𝐄)
Ă𝑡 = 𝐄 ⋅

Ă𝐩
Ă𝑡 + ∑

𝑖,𝑗
𝑝𝑖

𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑡 . (12)
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С учётом свойства потенциальности электростатического
поля:

∇ × 𝐄 = 0 ⟺
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝐸𝑗

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 ≠ 𝑗,

второе слагаемое в выражении (12) преобразуется так:

∑
𝑖,𝑗

𝑝𝑖
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑡 = ∑
𝑖,𝑗

⎛⎜
⎝

𝑝𝑖
𝜕𝐸𝑗

𝜕𝑥𝑖
⎞⎟
⎠

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑡 =
Ă𝐫
Ă𝑡 ⋅ ((𝐩 ⋅ ∇)𝐄).

Иными словами, формула (12) тождественными пре-
образованиями сводится к (11), так что для бесконечно
малых изменений справедливо равенство

𝛿𝐴𝐸 = Ă(𝐩 ⋅ 𝐄). (13)

С другой стороны, второе слагаемое в (12) можно записать
так:

∑
𝑖,𝑗

𝑝𝑖
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑡 = ∑
𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑡 ⋅ ⎛⎜
⎝

𝑝𝑖
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑥𝑗

⎞⎟
⎠

=
Ă𝐫
Ă𝑡 ⋅ ∇(𝐩 ⋅ 𝐄)∣

𝐩=const
.

Обозначим через 𝛀 вектор угловой скорости диполя,
а ̂𝐞𝑙 — единичный вектор, направленный вдоль вектора 𝐥
плеча диполя. Поскольку в общем случае диполь может
поворачиваться и одновременно величина его диполь-
ного момента может меняться, производная дипольного
момента по времени представляется в виде

Ă𝐩
Ă𝑡 =

Ă𝑝
Ă𝑡 ⋅ ̂𝐞𝑙 + 𝛀 × 𝐩

Тогда выражение для мощности (11) принимает вид:

𝛿𝐴𝐸
Ă𝑡 = (𝐄 ⋅ ̂𝐞𝑙)

Ă𝑝
Ă𝑡⏟⏟⏟⏟⏟

деформация

+ 𝐄 ⋅ (𝛀 × 𝐩)⏟⏟⏟⏟⏟
вращение

+
Ă𝐫
Ă𝑡 ⋅ ∇(𝐩 ⋅ 𝐄)∣

𝐩⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
перенос

. (14)

В формуле (14) первое слагаемое соответствует мощно-
сти, затрачиваемой на изменение внутренней энергии
диполя, иначе говоря на его деформацию. Второе сла-
гаемое соответствует мощности, затрачиваемой на по-
ворот дипольного момента в поле, а третье — на перенос
постоянного дипольного момент из одной точки поля
в другую. Обозначим через 𝑊int внутреннюю энергию
диполя, увеличивающуюся за счёт работы поля по де-
формации диполя, тогда бесконечно малое изменение
энергии взаимодействия диполя с полем равно

Ă𝑊 = −𝛿𝐴𝐸 + Ă𝑊вн = −Ă(𝐩 ⋅ 𝐄) + Ă𝑊вн. (15)

При выводе (15) использовалось выражение (13) для ра-
боты поля. Отметим, что изменение внутренней энергии
в формуле (15), очевидно, равно

Ă𝑊вн = (𝐄 ⋅ ̂𝐞𝑙) Ă𝑝.

Теперь становится понятным различие между жёстким
и мягким диполями. Для жёсткого диполя Ă𝑊вн = 0, так
что энергия взаимодействия с полем даётся формулой (10).
Для мягкого диполя с моментом 𝐩 = 𝑘𝜀0𝑉𝐄, где 𝑘 — чис-
ленный коэффициент, внутренняя энергия выражается
следующим образом:

𝑊вн = 𝑘𝜀0𝑉 ∫(𝐄′ ⋅ Ă𝐄′) = 𝑘𝜀0𝑉 ∫(𝐸′ ⋅ Ă𝐸′) =

= 𝑘𝜀0𝑉
𝐸2

2 =
𝐩 ⋅ 𝐄

2 .

Тогда из (15) получается такая формула для энергии взаи-
модействия мягкого диполя с полем

𝑊 = −(𝐩 ⋅ 𝐄) +
(𝐩 ⋅ 𝐄)

2 = −
(𝐩 ⋅ 𝐄)

2 . (16)

Сравним силы, действующие на жёсткий и мягкий ди-
поли в неоднородном поле. Для жёсткого диполя сила
равна 𝐅 = −∇𝑊 = ∇(𝐩 ⋅ 𝐄).
В случае же мягкого диполя, подставляя (16) в формулу

𝐅 = −∇𝑊, находим:

𝐅 = ∇(
𝑘𝜀0𝑉

2 𝐸2) = 𝑘𝜀0𝑉 𝐸 ∇𝐸. (17)

Это выражение показывает, что мягкий диполь всегда втя-
гивается в область большей напряжённости поля, в то вре-
мя как поведение жёсткого диполя существенно зависит
от его начальной ориентации относительно вектора 𝐄.
Пример 4. Рассмотрим взаимодействие маленького ме-

таллического шарика c полем точечного заряда. Пусть
шарик радиусом 𝑟 находится на расстоянии 𝑅 (𝑅 ≫ 𝑟)
от точечного заряда 𝑄. Во внешнем поле металлический
шарик поляризуется; его индуцированный дипольный
момент равен

𝐩 = 3𝜀0𝑉 𝐄, 𝑉 =
4
3𝜋𝑟3.

Поскольку шарик является мягким диполем, для на-
хождения силы используем формулу (17):

𝐅 = 3𝜀0𝑉 𝐸 ∇𝐸 =
3𝜀0𝑉

2 ∇(𝐸2).

Подставляем 𝐸 = 𝑄/(4𝜋𝜀0𝑅2) и 𝑉 = 4
3𝜋𝑟3:

𝐅 =
3𝜀0
2 ⋅

4𝜋𝑟3

3 ⋅ ∇ ⎛⎜
⎝

𝑄2

16𝜋2𝜀2
0𝑅4

⎞⎟
⎠

=
𝑟3𝑄2

8𝜋𝜀0
⋅ (−

4
𝑅5 ) ̂𝐞𝑅 =

= −
𝑟3𝑄2

2𝜋𝜀0𝑅5 ̂𝐞𝑅.

Знак «минус» означает притяжение шарика к заряду 𝑄.
Модуль силы убывает как 𝑅−5, что характерно для взаи-
модействия заряда с индуцированным диполем.
Пример 5. Рассмотрим задачу о взаимодействии дипо-

ля с проводящей бесконечной плоскостью. Диполь на-
ходится на расстоянии ℎ от плоскости и составляет угол
𝜑 с ней. Дипольный момент исходного диполя и поле
диполя-изображения в точке расположения исходного
диполя равны:

𝐩1 = (𝑝 cos𝜑
𝑝 sin𝜑), 𝐄2 =

𝑝
32𝜋𝜀0ℎ3 ( cos𝜑

2 sin𝜑). (18)

На первый взгляд, энергия взаимодействия диполя
с полем диполя-изображения даётся выражением 𝑊 =
= −𝐩1 ⋅ 𝐄2. Однако при ближайшем рассмотрении стано-
вится ясно, что это выражение неверное. Использованная
формула применима только в том случае, когда внешнее
поле создаётся независимыми источниками. В нашем
случае поле 𝐄2 порождается индуцированными зарядами
на плоскости, которые сами возникают под действием
поля диполя 𝐩1.
Попробуем найти правильное выражение для энергии

взаимодействия. Будем считать, что диполь образован

П. Крюков
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двумя маленькими заряженными проводящими шари-
ками. Тогда система состоит из трёх проводников: два
шарика с зарядами +𝑞, −𝑞 и бесконечная плоскость. Вос-
пользуемся общим выражением для энергии системы
проводников:

𝑊0 =
1
2 ∑

𝑖
𝑞𝑖𝜑𝑖.

Тогда выражение

𝑊0 =
𝑞
2 ⋅ (𝜑(+)

пл + 𝜑(+)
ш − 𝜑(−)

пл − 𝜑(−)
ш ),

где (𝜑(+)
ш + 𝜑(+)

пл ) — потенциал поля индуцированных
зарядов плоскости и шарика с зарядом −𝑞 в точке, где
находится шарик с зарядом +𝑞, (𝜑(−)

пл + 𝜑(−)
ш ) — потенци-

ал поля индуцированных зарядов плоскости и шарика с
зарядом +𝑞 в точке, где находится шарик с зарядом −𝑞.
Энергию 𝑊0 можно представить в виде суммы двух

слагаемых:
𝑊0 = 𝑊ш + 𝑊пл,

где 𝑊ш — энергия взаимодействия шариков диполя друг
с другом, она задаётся выражением

𝑊ш =
𝑞
2(𝜑(+)

ш − 𝜑(−)
ш ),

а 𝑊пл — энергия взаимодействия индуцированных заря-
дов плоскости с шариками диполя; она в свою очередь
даётся формулой

𝑊пл =
𝑞
2(𝜑(+)

пл − 𝜑(−)
пл ).

Отметим, что в выражение для 𝑊0 не входит энергия
взаимодействия зарядов плоскости друг с другом. Она
равна нулю, поскольку и потенциал и суммарный заряд
плоскости равны нулю.
При расчёте силы, как градиента энергии: 𝐅 = −∇𝑊,

следует положить 𝑊 = 𝑊пл, поскольку энергия взаимо-
действия шариков диполя друг с другом 𝑊ш при малых
перемещениях диполя не меняется.
Поскольку 𝜑(+)

пл − 𝜑(−)
пл = −𝐄2 ⋅ 𝐥1, для энергии взаимо-

действия имеем формулу

𝑊 = 𝑊пл = −
𝐩1 ⋅ 𝐄2

2 .

Полученное выражение отличается в два раза от «непра-
вильной» формулы 𝑊 = −𝐩1 ⋅ 𝐄2, записанной в начале.
Физический механизм, объясняющий возникновение
множителя 1

2 отличается от того, что приводит к появле-
нию множителя 1

2 в задаче определения энергии мягкого
диполя во внешнем поле. В нашем случае, никакого внеш-
него поля нет, впрочем и диполь является жёстким, а не
мягким.
Таким образом, для энергии с учётом выражений (18)

окончательно имеем формулу:

𝑊 = −
𝐩1 ⋅ 𝐄2

2 = −
𝑝2(1 + sin2 𝜑)

64𝜋𝜀0ℎ3 .

Тогда сила, действующая на диполь, получится дифферен-
цированием энергии по ℎ:

𝐹𝑦 = −
Ă𝑊
Ăℎ = −

3𝑝2(1 + sin2 𝜑)
64𝜋𝜀0ℎ4 .

Легко видеть, что полученный результат совпадает фор-
мулой (8), полученной силовым способом.
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